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Celem mojego wyst¡pienia jest sformuªowanie warunków
koniecznych i dostatecznych na istnienie lokalnych oraz globalnych
bifurkacji centralnych kon�guracji zagadnienia N ciaª.

M. Kowalczyk, Bifurcations of critical orbits of invariant
potentials with applications to bifurcations of central

con�gurations of the N-body problem, Nonlinear Analysis: Real
World Applications 24, 108-125 (2015).

M. Kowalczyk, Topological bifurcations of spatial central
con�gurations in the N-body problem, przedstawiona do
publikacji kwiecie« 2015.
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Preliminaria Newtonowskie Równania Ruchu

Rozpatrujemy N ciaª o poªo»eniach q1, . . . , qN ∈ Rd , gdzie
d = 2, 3, oraz dodatnich masach m1, . . . ,mN .

Ruch N punktów materialnych opisywany jest nast¦puj¡cym
ukªadem równa« ró»niczkowych:

mi q̈i = −
N∑

j=1,j 6=i

Gmimj

qi − qj

|qi − qj |3
, i = 1, . . . ,N.
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Preliminaria Newtonowskie Równania Ruchu

Równowa»nie
Mq̈ = ∇qU(q,m), (1)

gdzie M := diag(m1, · · · ,mN) oraz potencjaª

U : Ω× (0,+∞)N → R okre±lony jest formuª¡

U(q,m) = U(q1, · · · , qN ,m1, · · · ,mN) =
∑

1≤i<j≤N

mimj

|qi − qj |

dla q ∈ Ω := {q = (q1, · · · , qN) ∈ RdN : qi 6= qj dla i 6= j}.
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Preliminaria Równanie centralnych kon�guracji

De�nicja

Kon�guracj¦ q = (q1, . . . , qN) ∈ Ω nazywamy centraln¡
kon�guracj¡ ukªadu (1), o ile istnieje λ > 0 taka, »e q̈ = −λq.

Problem badania centralnych kon�guracji

na li±cie najwa»niejszych problemów

matematycznych XXI wieku:

S. Smale, Mathematical problems for the next

century, The Mathematical Intelligencer 20(2),

7-15 (1998).
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Preliminaria Równanie centralnych kon�guracji

Wªasno±ci centralnych kon�guracji:

1 dla ka»dej centralnej kon�guracji q oraz liczby r ∈ R,
kon�guracja rq jest centralna,

2 dla ka»dej centralnej kon�guracji q oraz macierzy g ∈ SO(d),
kon�guracja gq jest centralna.

Dziaªanie grupy SO(d) na Ω dane jest formuª¡

SO(d)×Ω 3 (g , q)=(g , (q1, . . . , qN)) 7→ g ·q=(g ·q1, . . . , g ·qN) ∈ Ω.
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Preliminaria Równanie centralnych kon�guracji

Bior¡c pod uwag¦ powy»sze, q=(q1, . . . , qN) ∈ Ω jest centraln¡
kon�guracj¡ ukªadu (1) wtedy i tylko wtedy, gdy speªniony jest
nast¦puj¡cy warunek:

λ∇qI (q,m) +∇qU(q,m) = 0, (2)

gdzie odwzorowanie I : Ω× (0,+∞)N → R dane jest formuª¡

I (q,m) =
1

2

N∑
j=1

mj |qj |2.
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Preliminaria Równanie centralnych kon�guracji

W konsekwencji, problem badania centralnych kon�guracji zostaª
sprowadzony do badania SO(d)-orbit rozwi¡za« równania postaci

∇qϕ̂(q,m) = 0, (3)

gdzie ϕ̂ : Ω× (0,+∞)N → R dane jest formuª¡

ϕ̂(q,m) = U(q,m) + λI (q,m).
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Preliminaria De�nicja lokalnej i globalnej bifurkacji

Zaªó»my dodatkowo, »e istniej¡ ci¡gªe odwzorowania

1 w : (0,+∞)→ Ω,

2 m : (0,+∞)→ (0,+∞)N

takie, »e
∇qϕ̂(w(ρ),m(ρ)) = 0.

Zde�niujmy potencjaª ϕ : Ω× (0,+∞)→ R formuª¡

ϕ(q, ρ) = ϕ̂(q,m(ρ)).

Wówczas

F =
⋃

ρ∈(0,+∞)

SO(d)(w(ρ))× {ρ} ⊂ (∇qϕ)−1(0).
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Preliminaria De�nicja lokalnej i globalnej bifurkacji

Rozpatrujemy równanie nast¦puj¡cej postaci:

∇qϕ(q, ρ) = 0. (4)

Ustalmy parametr ρ0 ∈ (0,+∞). Symbolem Fρ0 oznaczamy
SO(d)(w(ρ0))× {ρ0}.
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F
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Preliminaria De�nicja lokalnej i globalnej bifurkacji

De�nicja

Mówimy, »e z orbity Fρ0 nast¦puje lokalna bifurkacja nietrywialnych
rozwi¡za« równania ∇qϕ(q, ρ) = 0, o ile punkt (w(ρ0), ρ0) ∈ Fρ0
jest punktem skupienia zbioru

{(q, ρ) ∈ (Ω× (0,+∞))\F : ∇qϕ(q, ρ) = 0}.

Bifurkacja jest globalna, je»eli skªadowa spójno±ci C (ρ0) zbioru
cl({(q, ρ)∈(Ω× (0,+∞))\F : ∇qϕ(q, ρ) = 0}) zawieraj¡ca Fρ0
nie jest zwarta lub (C (ρ0)\Fρ0) ∩ F 6= ∅.
Parametr ρ0 nazywamy wówczas parametrem lokalnej (globalnej)
bifurkacji, a orbit¦ Fρ0 orbit¡ lokalnej (globalnej) bifurkacji.
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Bifurkacje

1 Mamy trywialn¡ rodzin¦ rozwi¡za« w równania ∇qϕ(q, ρ) = 0, to
znaczy ∇qϕ(w(ρ), ρ) = 0

2 Poszukujemy lokalnej oraz globalnej bifurkacji rozwi¡za« równania

∇qϕ(q, ρ) = 0 w otoczeniu trywialnej rodziny rozwi¡za« w .

3 W tym celu obliczamy hesjan potencjaªu ϕ : Ω× (0,+∞)→ R
wzdªu» trywialnej rodziny rozwi¡za« w na poziomie ρ0 ∈ (0,+∞)
otrzymuj¡c, »e

Tw(ρ0)SO(d)(w(ρ0)) Tw(ρ0)SO(d)(w(ρ0))
∇2

qϕ(w(ρ0), ρ0) :Tw(ρ0)Ω = ⊕ →Tw(ρ0)Ω = ⊕
W W

jest postaci

∇2
qϕ(w(ρ0), ρ0) =

[
0 0

0 B(w(ρ0))

]
,

gdzie Tw(ρ0)SO(d)(w(ρ0)) jest przestrzeni¡ styczn¡ do orbity

SO(d)(w(ρ0)) w w(ρ0) oraz W = Tw(ρ0)Ω	Tw(ρ0)SO(d)(w(ρ0)).
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Bifurkacje Warunek konieczny istnienia bifurkacji

Na podstawie rozkªadu hesjanu otrzymujemy, »e

dim ker∇2
vϕ(w(ρ0), ρ0) ≥ dim SO(d)(w(ρ0)).

Warunek konieczny

Je»eli orbita Fρ0 jest orbit¡ lokalnej bifurkacji, to

dim ker∇2
vϕ(w(ρ0), ρ0) > dim SO(d)(w(ρ0)).
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Bifurkacje Warunek dostateczny istnienia bifurkacji

Symbolem m−(A) oznaczamy indeks Morse'a macierzy symetrycznej A,

to jest liczb¦ ujemnych warto±ci wªasnych (z krotno±ciami) macierzy A.

Warunek dostateczny

Ustalmy parametry ρ± ∈ R takie, »e ρ− < ρ+ oraz

dim ker∇2
qϕ(w(ρ±), ρ±) = dim SO(d)(w(ρ±)).

Je»eli m−(∇2
qϕ(w(ρ−), ρ−)) 6= m−(∇2

qϕ(w(ρ+), ρ+)),

to istnieje parametr lokalnej bifurkacji ρ0 ∈ (ρ−, ρ+).

Co wi¦cej, je»eli liczby m−(∇2
qϕ(w(ρ−), ρ−)) oraz

m−(∇2
qϕ(w(ρ+), ρ+)) s¡ ró»nej parzysto±ci, to w przedziale

(ρ−, ρ+) istnieje parametr globalnej bifurkacji.
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Bifurkacje centralnych kon�guracji

Centralne kon�guracje dwóch dualnych wielo±cianów

foremnych problemu 14 ciaª

M. Corbera, J. Llibre, E. Pérez-Chavela, Spatial bi-stacked central

con�gurations formed by two dual regular polyhedra, J. Math.
Anal. Appl. 413(2), 648-659 (2014).

(a) ρ ∈ (0, 1) (b) ρ ∈ [1, 3] (c) ρ ∈ (3,+∞)
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Lemat

Niech ρ1 = 49

100
, ρ2 = 1

2
, ρ3 = 53

100
, ρ4 = 54

100
, ρ5 = 7

10
, ρ6 = 71

100
, ρ7 =

131

100
, ρ8 = 132

100
, ρ9 = 181

100
, ρ10 = 182

100
, ρ11 = 216

100
, ρ12 = 217

100
, ρ13 = 4, ρ14 =

5, ρ15 = 6, ρ16 = 7, ρ17 = 8, ρ18 = 17 oraz ρ19 = 18. Wówczas

dim ker∇2

qϕ(w(ρi ), ρi ) = dim SO(3)(w(ρi )) = 3 dla i = 1, . . . , 19 oraz indeks

Morse'a ∇2

qϕ(w(·), ·) w ρi wynosi

m−(∇2

qϕ(w(ρi ), ρi )) =



8, for i = 6, 13
7, for i = 4, 5, 14
4 for i = 2, 3, 15
3, for i = 8, 9
2, for i = 1, 12, 19
1, for i = 16

0, for i = 7, 10, 11, 17, 18

.

Twierdzenie

Istniej¡ parametry lokalnych i globalnych bifurkacji.
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