interdyscyplinarne © ‘
studia doktoranckie N
matematyczno-
przyrodnicze

Projelt Wamocnienie potencjatu dydaktycznego UMK w Toruniu w dziedzinach matematyczno = prayrdniczych” realizewany w ramach poddziatania 4.1.1 Programu Operacyinege Kapitat Ludzki

Bifurkacje centralnych konfiguracji

zagadnienia N ciat

Marta Kowalczyk

Wydziat Matematyki i Informatyki
Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu

Torun, wrzesien 2015

KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STRATEGI SHINOICH

Projekt wspetti

uropejska w ramach

Marta Kowalczyk (WMil) furkacje centralnych konfigura Toruf, wrzesien 20



Celem mojego wystapienia jest sformutowanie warunkéw
koniecznych i dostatecznych na istnienie lokalnych oraz globalnych
bifurkacji centralnych konfiguracji zagadnienia N ciat.
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M. Kowalczyk, Bifurcations of critical orbits of invariant
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M. Kowalczyk, Bifurcations of critical orbits of invariant
potentials with applications to bifurcations of central
configurations of the N-body problem, Nonlinear Analysis: Real
World Applications 24, 108-125 (2015).

M. Kowalczyk, Topological bifurcations of spatial central
configurations in the N-body problem, przedstawiona do
publikacji kwiecien 2015.
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Preliminaria Newtonowskie Réwnania Ruchu

Rozpatrujemy N ciat o potozeniach qi,..., gy € RY, gdzie
d = 2,3, oraz dodatnich masach my, ..., my.
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Preliminaria Newtonowskie Réwnania Ruchu

Rozpatrujemy N ciat o potozeniach qi,..., gy € RY, gdzie
d = 2,3, oraz dodatnich masach my, ..., my.

Ruch N punktéw materialnych opisywany jest nastepujacym
uktadem réwnan rézniczkowych:

N
migi=— Gm;mj%, i=1,...,N.
J=Li#i 9 =4
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Preliminaria Newtonowskie Réwnania Ruchu

Réwnowaznie

Mg = VoU(q. m). (1)
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Réwnowaznie
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gdzie M := diag(my,--- , my) oraz potencjat

U:Q x (0,+00)" — R okreslony jest formuta
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Preliminaria Newtonowskie Réwnania Ruchu

Réwnowaznie
I\/I'c']:VqU(q, m), (1)
gdzie M := diag(my,--- , my) oraz potencjat

U:Q x (0,+00)" — R okreslony jest formuta

m;m;j
U(qam):U(qla"'7qNam17”.’mN): Z ;

1<i<j<N |9 — gl
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Preliminaria Newtonowskie Réwnania Ruchu

Réwnowaznie

Mg = VoU(q. m). (1)

gdzie M := diag(my,--- , my) oraz potencjat
U:Q x (0,+00)" — R okreslony jest formuta
m;mj

U(q,m)zU(ql,--- yqn, My, - 7mN): Z ’q—q’
1 J

1<i<j<N

dageQ:={q9=1(q, - ,qn) € RN: qi # q;j dla i #j}.
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Preliminaria Réwnanie centralnych konfiguracji

Definicja

Konfiguracje ¢ = (¢1, ..., gn) € Q nazywamy centralng
konfiguracja uktadu (1), o ile istnieje A > 0 taka, ze g = —)\g.
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Preliminaria Réwnanie centralnych konfiguracji

Definicja
Konfiguracje ¢ = (¢1, ..., gn) € Q nazywamy centralng
konfiguracja uktadu (1), o ile istnieje A > 0 taka, ze g = —)\g.

Problem badania centralnych konfiguracji
na liscie najwazniejszych probleméw
matematycznych XX/ wieku:

S. Smale, Mathematical problems for the next
century, The Mathematical Intelligencer 20(2),
7-15 (1998).
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Preliminaria Réwnanie centralnych konfiguracji

Wiasnosci centralnych konfiguracji:
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Preliminaria Réwnanie centralnych konfiguracji

Wiasnosci centralnych konfiguracji:

dla kazdej centralnej konfiguracji q oraz liczby r € R,
konfiguracja rq jest centralna,
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Preliminaria Réwnanie centralnych konfiguracji

Wiasnosci centralnych konfiguracji:

dla kazdej centralnej konfiguracji q oraz liczby r € R,
konfiguracja rq jest centralna,

dla kazdej centralnej konfiguracji g oraz macierzy g € SO(d),
konfiguracja gq jest centralna.

Dziatanie grupy SO(d) na Q dane jest formuta

SO(d)xQ > (g.9)=(g.(q1,---,qn)) — g-9=(gq1,-..,8qn) € .
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Preliminaria Réwnanie centralnych konfiguracji

Biorac pod uwage powyzsze, g=(q1,-..,qn) € Q jest centralnag
konfiguracja uktadu (1) wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest
nastepujacy warunek:
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)‘Vq/(qv m)+qu(q> m) =0, (2)
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Preliminaria Réwnanie centralnych konfiguracji

Biorac pod uwage powyzsze, g=(q1,-..,qn) € Q jest centralnag
konfiguracja uktadu (1) wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest
nastepujacy warunek:

)‘Vq/(qv m)+qu(q> m) =0, (2)

gdzie odwzorowanie / : Q x (0, +00)Y — R dane jest formuta

N
1
I(q,m) =3 > milgl
j=1
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Preliminaria Réwnanie centralnych konfiguracji

W konsekwencji, problem badania centralnych konfiguracji zostat
sprowadzony do badania SO(d)-orbit rozwigzan réwnania postaci
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W konsekwencji, problem badania centralnych konfiguracji zostat
sprowadzony do badania SO(d)-orbit rozwigzan réwnania postaci

vq@(qa m) = 07 (3)

gdzie $: Q x (0, 4+00)" — R dane jest formuta
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Preliminaria Réwnanie centralnych konfiguracji

W konsekwencji, problem badania centralnych konfiguracji zostat
sprowadzony do badania SO(d)-orbit rozwigzan réwnania postaci

vq@(qa m) = O? (3)

gdzie $: Q x (0, 4+00)" — R dane jest formuta

¢(q,m) = U(q, m) + X(q,m).

Marta Kowalczyk (WMil) Bifurkacje centralnych konfiguracji Torufi, wrzesiefi 2015 9/21



Preliminaria Definicja lokalnej i globalnej bifurkacji

Zat6zmy dodatkowo, ze istnieja ciagte odwzorowania
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Preliminaria Definicja lokalnej i globalnej bifurkacji

Zat6zmy dodatkowo, ze istnieja ciagte odwzorowania
w: (0, +00) = Q,
m : (0, +00) — (0, +o0)"
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Preliminaria Definicja lokalnej i globalnej bifurkacji

Zat6zmy dodatkowo, ze istnieja ciagte odwzorowania
w: (0, +00) = Q,
m : (0, +00) — (0, +o0)V
takie, ze
Vqa@(w(p), m(p)) = 0.
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Preliminaria Definicja lokalnej i globalnej bifurkacji

Zat6zmy dodatkowo, ze istnieja ciagte odwzorowania
w: (0, +00) = Q,
m : (0, +00) — (0, +o0)V
takie, ze
Vqa@(w(p), m(p)) = 0.

Zdefiniujmy potencjat ¢ : Q x (0, +00) — R formuta

©(q,p) = ¢(q,m(p)).
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Preliminaria Definicja lokalnej i globalnej bifurkacji

Zat6zmy dodatkowo, ze istnieja ciagte odwzorowania
w: (0, +00) = Q,
m : (0, +00) — (0, +o0)V
takie, ze
Vqa@(w(p), m(p)) = 0.

Zdefiniujmy potencjat ¢ : Q x (0, +00) — R formuta
(g, p) = &(q, m(p))-

Woéwczas

F= |J sod)w(p) x {r} € (Var)(0).

pE(0,+00)
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Preliminaria Definicja lokalnej i globalnej bifurkacji

Rozpatrujemy réwnanie nastepujacej postaci:
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Preliminaria Definicja lokalnej i globalnej bifurkacji

Rozpatrujemy réwnanie nastepujacej postaci:

Vqe(q,p) = 0. (4)

Ustalmy parametr pg € (0, +00).

Marta Kowalczyk (WMil) Bifurkacje centralnych konfiguracji Torufi, wrzesiefi 2015



Preliminaria Definicja lokalnej i globalnej bifurkacji

Rozpatrujemy réwnanie nastepujacej postaci:

Vael(a.p) = 0. (4)

Ustalmy parametr py € (0, 400). Symbolem F,, oznaczamy
SO(d)(w(po)) x {po}-
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Preliminaria Definicja lokalnej i globalnej bifurkacji

Rozpatrujemy réwnanie nastepujacej postaci:

Vael(a.p) = 0. (4)

Ustalmy parametr py € (0, 400). Symbolem F,, oznaczamy
SO(d)(w(po)) x {po}-

\

Po
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Preliminaria Definicja lokalnej i globalnej bifurkacji

Rozpatrujemy réwnanie nastepujacej postaci:

Vael(a.p) = 0. (4)

Ustalmy parametr py € (0, 400). Symbolem F,, oznaczamy
SO(d)(w(po)) x {po}-

P
\m

Po
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Preliminaria Definicja lokalnej i globalnej bifurka
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Preliminaria Definicja lokalnej i globalnej bifurkacji

Definicja
Méwimy, ze z orbity F,, nastepuje lokalna bifurkacja nietrywialnych

rozwigzan réwnania V49(q, p) =0, o ile punkt (w(po), po) € Fpo
jest punktem skupienia zbioru

(g, p) € (2 x (0, +00) )\ F : Vgi(q, p) = 0}.
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Preliminaria Definicja lokalnej i globalnej bifurkacji

Méwimy, ze z orbity F,, nastepuje lokalna bifurkacja nietrywialnych

rozwigzan réwnania V49(q, p) =0, o ile punkt (w(po), po) € Fpo
jest punktem skupienia zbioru

(g, p) € (2 x (0, +00) )\ F : Vgi(q, p) = 0}.

Bifurkacja jest globalna, jezeli sktadowa spéjnosci C(pg) zbioru

CI({(,7) E(Q X (0, +oN\F : V(d,p) = O}) zawierajaca 7,
nie jest zwarta lub (C(po)\F,) N F # 0.
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Preliminaria Definicja lokalnej i globalnej bifurkacji

Méwimy, ze z orbity F,, nastepuje lokalna bifurkacja nietrywialnych

rozwigzan réwnania V49(q, p) =0, o ile punkt (w(po), po) € Fpo
jest punktem skupienia zbioru

(g, p) € (2 x (0, +00) )\ F : Vgi(q, p) = 0}.

Bifurkacja jest globalna, jezeli sktadowa spéjnosci C(pg) zbioru
cl({(q,p) €(Q2 x (0, +00))\F : Vqp(q, p) = 0}) zawierajaca F,
nie jest zwarta lub (C(po)\F,) N F # 0.

Parametr py nazywamy wéwczas parametrem lokalnej (globalnej)
bifurkacji, a orbite F,, orbita lokalnej (globalnej) bifurkacji.
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Mamy trywialng rodzine rozwigzah w réwnania Vg¢(q, p) =0, to
znaczy Vgp(w(p),p) =0
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Mamy trywialng rodzine rozwigzah w réwnania Vg¢(q, p) =0, to
znaczy Vgp(w(p),p) =0

Poszukujemy lokalnej oraz globalnej bifurkacji rozwigzan réwnania
Vq¢(q, p) = 0 w otoczeniu trywialnej rodziny rozwiazan w.
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Mamy trywialng rodzine rozwigzah w réwnania Vg¢(q, p) =0, to
znaczy Vgp(w(p),p) =0

Poszukujemy lokalnej oraz globalnej bifurkacji rozwigzan réwnania
Vq¢(q, p) = 0 w otoczeniu trywialnej rodziny rozwiazan w.

W tym celu obliczamy hesjan potencjatu ¢ : Q x (0,+00) = R
wzdtuz trywialnej rodziny rozwigzan w na poziomie pg € (0, +00)
otrzymujac, ze
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Mamy trywialng rodzine rozwigzah w réwnania Vg¢(q, p) =0, to
znaczy Vgp(w(p),p) =0

Poszukujemy lokalnej oraz globalnej bifurkacji rozwigzan réwnania
Vq¢(q, p) = 0 w otoczeniu trywialnej rodziny rozwiazan w.

W tym celu obliczamy hesjan potencjatu ¢ : Q x (0,+00) = R
wzdtuz trywialnej rodziny rozwigzan w na poziomie pg € (0, +00)
otrzymujac, ze

, Tu(p0)50(d)(w(p0)) Tu(p0)50(d)(w(p0))
chp(w(po), PO) :Tw(po)g2 = 5] —)Tw(po)Q = (&5}
W A%
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Mamy trywialng rodzine rozwigzah w réwnania Vg¢(q, p) =0, to
znaczy Vgp(w(p),p) =0

Poszukujemy lokalnej oraz globalnej bifurkacji rozwigzan réwnania
Vq¢(q, p) = 0 w otoczeniu trywialnej rodziny rozwiazan w.

W tym celu obliczamy hesjan potencjatu ¢ : Q x (0,+00) = R
wzdtuz trywialnej rodziny rozwigzan w na poziomie pg € (0, +00)
otrzymujac, ze

, Tu(p0)50(d)(w(p0)) Tu(p0)50(d)(w(p0))
chp(w(po), PO) :Tw(po)g2 = 5] —)Tw(po)Q = (&5}
W A%

jest postaci

VE]‘P(W(pO)apO) = [ 0 B(w(po)) :| )
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Mamy trywialng rodzine rozwigzah w réwnania Vg¢(q, p) =0, to
znaczy Vgp(w(p),p) =0

Poszukujemy lokalnej oraz globalnej bifurkacji rozwigzan réwnania
Vq¢(q, p) = 0 w otoczeniu trywialnej rodziny rozwiazan w.

W tym celu obliczamy hesjan potencjatu ¢ : Q x (0,+00) = R
wzdtuz trywialnej rodziny rozwigzan w na poziomie pg € (0, +00)
otrzymujac, ze

, Tu(p0)50(d)(w(p0)) Tu(p0)50(d)(w(p0))
vq@(w(p0)7 PO) :TW(po)Q = 5] —)Tw(po)Q = (&5}
W W

jest postaci

VE]‘P(W(pO)apO) = [ 8 B(W(zpo)) :| )

gdzie T, (p0)SO(d)(w(po)) jest przestrzenia styczna do orbity
SO(d)(w(p0)) w w(p0) 012z W = Toy(ye) 2 Toy(peySO(d)(w(p0)):
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Bifurkacje Warunek konieczny istnienia bifurkacji

Na podstawie rozktadu hesjanu otrzymujemy, ze

dim ker VZpo(w(po), po) > dim SO(d)(w(po)).
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Bifurkacje Warunek konieczny istnienia bifurkacji

Na podstawie rozktadu hesjanu otrzymujemy, ze

dim ker VZpo(w(po), po) > dim SO(d)(w(po)).

Warunek konieczny

Jezeli orbita F,, jest orbita lokalnej bifurkacji, to

dim ker V2o (w(po), po) > dim SO(d)(w(po)).
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Bifurkacje Warunek dostateczny istnienia bifurkacji

Symbolem m~(A) oznaczamy indeks Morse'a macierzy symetrycznej A,
to jest liczbe ujemnych wartosci wiasnych (z krotnosciami) macierzy A.
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Bifurkacje Warunek dostateczny istnienia bifurkacji

Symbolem m~(A) oznaczamy indeks Morse'a macierzy symetrycznej A,
to jest liczbe ujemnych wartosci wiasnych (z krotnosciami) macierzy A.

Warunek dostateczny

Ustalmy parametry p™ € R takie, ze p~ < p* oraz

dimker V2p(w(p*), p*) = dim SO(d)(w(p™)).
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Bifurkacje Warunek dostateczny istnienia bifurkacji

Symbolem m~(A) oznaczamy indeks Morse'a macierzy symetrycznej A,
to jest liczbe ujemnych wartosci wiasnych (z krotnosciami) macierzy A.

Warunek dostateczny

Ustalmy parametry p™ € R takie, ze p~ < p* oraz
dim ker Vao(w(p™), p) = dim SO(d)(w(p™)).

Jezeli m™(Vip(w(p™),p7)) # m~ (Vep(w(p®), p*)),
to istnieje parametr lokalnej bifurkacji po € (p~, p™).
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Bifurkacje Warunek dostateczny istnienia bifurkacji

Symbolem m~(A) oznaczamy indeks Morse'a macierzy symetrycznej A,
to jest liczbe ujemnych wartosci wiasnych (z krotnosciami) macierzy A.

Warunek dostateczny

Ustalmy parametry p™ € R takie, ze p~ < p* oraz
dim ker Vao(w(p™), p) = dim SO(d)(w(p™)).

Jezeli m™(Vip(w(p™),p7)) # m~ (Vep(w(p®), p*)),

to istnieje parametr lokalnej bifurkacji po € (p~, p™).

Co wiecej, jezeli liczby m™(VZp(w(p~), p™)) oraz
m‘(V%@(w(p*),p*)) sa roznej parzystosci, to w przedziale

(p~, pT) istnieje parametr globalnej bifurkacji.
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Bifurkacje centralnych konfiguracji

Centralne konfiguracje dwéch dualnych wieloscianéow
foremnych problemu 14 ciat

(€) p e (8 +0)
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Bifurkacje centralnych konfiguracji

Centralne konfiguracje dwéch dualnych wieloscianéow
foremnych problemu 14 ciat

M. Corbera, J. Llibre, E. Pérez-Chavela, Spatial bi-stacked central
configurations formed by two dual regular polyhedra, J. Math.
Anal. Appl. 413(2), 648-659 (2014).
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Bifurkacje centralnych konfiguracji

Centralne konfiguracje dwéch dualnych wielo$cianéw
foremnych problemu 14 ciat

M. Corbera, J. Llibre, E. Pérez-Chavela, Spatial bi-stacked central
contfigurations formed by two dual regular polyhedra, J. Math.
Anal. Appl. 413(2), 648-659 (2014).

o "o ®
o
o o ®
(a) p€(0,1) (b) pe1,3] (c) pe(3,+00)
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Bifurkacje centralnych konfiguracji

Lemat

|
o
(<]

’1\/3ifch p1 21311%7 p2 =18%1, p3 = @8,2 pa = ﬁz,wps = & Ps = o) P1=

100’ P8 = 1000 P9 = Too» P10 = Too» PLll = Tgo» P12 = oo p13 =4, pra =
5, p15 =6, p1g =7,p17 =8, p1g = 17 oraz p1g = 18. Wiwczas

dim ker V2o(w(p;), pi) = dim SO(3)(w(p;)) =3 dla i =1,...,19 oraz indeks

Morse'a Vap(w(:),-) w p; wynosi

8, for i=6,13

7, for i=4,5,14

4 for i=2315
m~(Vap(w(pi), pi)) =4 3, for i=28,9

2, for i=1,12,19

1, for i=16

0, for i=7,10,11,17,18

Twierdzenie

Istnieja parametry lokalnych i globalnych bifurkacji.
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Bifurkacje centralnych konfiguracji

Centralne konfiguracje rozety
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Bifurkacje centralnych konfiguracji

Centralne konfiguracje rozety

M. Sekiguchi, Bifurcation of central configuration in the 2N+1
body problem, Celestial Mechanics & Dynamical Astronomy 90,
355-360 (2004)

J. Lei, M. Santoprete, Rosette central configurations, degenerate
central configurations and bifurcations, Celestial Mechanics &
Dynamical Astronomy 94(3), 271-287 (2006)
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Centralne konfiguracje rozety

M. Sekiguchi, Bifurcation of central configuration in the 2N+1
body problem, Celestial Mechanics & Dynamical Astronomy 90,
355-360 (2004)

J. Lei, M. Santoprete, Rosette central configurations, degenerate
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Bifurkacje centralnych konfiguracji

Centralne konfiguracje dwéch zagniezdzonych
czworoScianéw foremnych
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Centralne konfiguracje dwéch zagniezdzonych
czworoScianéw foremnych

M. Corbera, J. Llibre, Central configurations of nested regular
polyhedra for the spatial 2n-body problem, Journal of Geometry
and Physics 58, 1241-1252 (2008)

Marta Kowalczyk (WMil) Bifurkacje centralnych konfiguracji Torufi, wrzesiefi 2015 19 / 21



Bifurkacje centralnych konfiguracji

Centralne konfiguracje dwéch zagniezdzonych
czworos$cianéw foremnych

M. Corbera, J. Llibre, Central configurations of nested regular
polyhedra for the spatial 2n-body problem, Journal of Geometry
and Physics 58, 1241-1252 (2008)
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Bifurkacje centralnych konfiguracji

Centralne konfiguracje dwéch zagniezdzonych szeScianéw
oraz o$mioScianow foremnych
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